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Capitulo 3:

Graficos de Funcoes
Racionais

Y Introducao

Uma funcéo racional ¢ a razéo (ou guociente) entre dois polindmios. A fungéo racional é indefinida

quando possui o valor zerono denominador. Tal zero ndo se encontra no dominio das fungdes
racionais.

Quando o denominador da fungdo racional possui um zero real, pode ou ndo haver uma assintota
vertical. Se o numerador ndo desaparece (torna-se zero) neste ponto, entdo ha uma assintota vertical.
Se o numerador ndo se torna zero neste ponto, entdo o comportamento da funcdo pode ser

determinado, fatorando-se ambos, o numerador e o denominador, em seus fatores lineares e

fatorada e simplificada determina se existe ou ndo uma assintota vertical.

Assim como acontece com os polindmios, os zeros reais do numerador que nao sao zeros do
denominador sdo interse¢des em x no grafico da func¢ao racional.

Fungdes racionais também podem ter assintotas horizontais, ou seja, linhas horizontais para onde
tende a func¢do a medida que |x| torna-se arbitrariamente grande.

Funcgdes racionais podem possuir at€ mesmo assintotas obliquas (inclinadas), ou seja, linhas
inclinadas para onde tende a funcdo a medida que |x| torna-se arbitrariamente grande.

reduzindo a expressao a termos de menor ordem. O desaparecimento ou ndo do numerador da fracao



Y indice de Termos

Os seguintes termos, neste capitulo, t€ém conexao com o Dicionéario do Maple; para mais
informagdes va em Dicionario Matematico.

assintota intercepta guociente
divisor limite razéo

dominio negativo funcéo racional
par impar numero real
hipérbole polinbmio reciproco
infinito positivo resto

Y Problemas Tipicos

Para as funcdes racionaisdadas nos problemas 1 - 11, esbogar um grafico e determinar as equagdes
de todas as assintotas horizontal, vertical e obliqua. Além disso, determinar as intersecesemx e y.
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Y Inicializagoes do Maple

Antes de acessar a versdo do Maple para as solugdes do
problemas tipicos apresentados acima, inicialize o Maple
apertando o botdo a direita.

Inic...

¥ Solucgoes

¥ Problema 3.1
V¥ 3.1 - Solugéo Matemética

A funcdo racional f'(x) = 1 nao possui
X

intersecdo em y, pois f(0) € indefinida. Além
disso, ndo possui intersecdo emx porque a

equagdo f(x) = % = 0 ndo possui solugdo.

Proximo de x =0 e comx > 0, os valores de f(x)
sdo grandes e positivos. Proximo dex =0 e com x
<0, os valores de f(x) sdo grandes em magnitude,
porém negativos Estas duas observagdes sao
expressas matematicamente por meio da notagao

lim, f(x)=c
x—>0+f( )

e

lim f(x)=-o
x—0~
respectivamente.

Conseqiientemente, o e€ixo y ¢ uma assintota
vertical.




Para x grande e positivo, f(x) ¢ positiva, embora muito proxima de zero. Para x negativo e
grande em valor absoluto, f(x) é negativa, embora também muito proxima de zero. Estas
duas observacdes sdo expressas matematicamente por meio da notagao

lim, /(x) =0
€
lim f(x)=0

X— -
Consequentemente, o €ixo x ¢ uma assintota horizontal.

Um grafico feito no Maple desta fungao ¢ a hipérbole mostrada na Figura 3.1.1.

V¥ 3.1 - Solugéo via Maplet

Um grafico da funcéo racional

Sat daprptens

e as equagdes de qualquer uma de suas assintotaspodem =
ser obtidos por meio do Tutorial Funcdes Racionais [

Ao se clicar sobre este link o tutorial com a solu¢do sera — etk
iniciado como mostrado na Figura 3.1.2.

As intersecdes podem ser inferidas a partir do grafico Figura 3.1.2 Imagem do
e/ou da propria funcao. Tutorial Fungdes Racionais

Para usar este tutorial, deve-se inserir o numerador € o
denominador da fung¢do racional nas caixas apropriadas.

O botao Grafico fornece um grafico de f(x). Ao pressionar-se o botdo Horizontal, sao
inseridas no grafico as assintotas horizontais (em linhas vermelhas). Ao pressionar-se o
botdo Vertical, sdo adicionadas ao grafico quaisquer assintotas verticais (em linhas verdes).
Ao pressionar-se o botdo Obliqua s3o adicionadas ao gréafico as assintotas obliquas (em
linhas azuis). (Estas agdes ndo sdo cumulativas. Ao pressionar-se o botdo Mostrar todas
sdo inseridas todas as possiveis assintotas ao grafico).

As assintotas que coincidem com um eixo sdo tragadas com uma linha mais grossa para que
possam ser vistas no grafico.

Além da possibilidade de modificar o grafico, os botdes para as assintotas fornecem as
equagdes das respectivas assintotas.

Fica claro no grafico desta fungdo que nao ha intersecoes.

Para iniciar o Tutorial Fung¢des Racionais, deve-se clicar sobre o link a seguir: Tutorial



Funcdes Racionais

V¥ 3.1- Solucdo Interativa

* Insira a expressao para a fungao racional
dada.
* Menu de Contexto: Associe a um Nome>

J

VY Modelo de Tarefa

Ferramentas >Tarefas>>Pesquisar: Algebra>Fungio Racional - Grafico e Assintotas

Tutor Funcédo Racional

. N . P(x) Assintotas
Insira uma func¢ao racional :
O(x)
Horizontal
Assintotas Limpar Funcao

Forma de Pon...

Grafico

Obliqua

Forma Ponto ...

Vertical




Tutor Fungao Racional

Limpar Grafico

Forma Ponto ...

Assintotas Verticais

* Digite f'e pressione a tecla Enter.
* Menu de Contexto: Denominador
* Menu de Contexto: Resolver

Assintotas

Horizontais

Comportamento para x —
* Digite f'e pressione a tecla Enter.
* Menu de Contexto:
Construgdes >Limite>x >infinito
* Menu de Contexto: Calcular (de inerte)

Comportamento parax— - o
* Digite f'e pressione a tecla Enter.
* Menu de Contexto:
Constru¢des >Limite>x>-infinito




* Menu de Contexto: Calcular (de inerte)

YV Grafico

* Digite f'e pressione a tecla Enter.
* Menu de Contexto:
Graficos>Construtor de Graficos

-1<x<1
Opgoes:
Imagem:
-1 <y<l1
Encontrar
Descontinuidades

V¥ 3.1- Solucéo via Comandos do Maple

Um grafico da funcéo racional:

aparece na Figura 3.1.1. Pode ser criado com o comando:

> plot(f,x=-5.5,y=-5..5)

O grafico de f ndo cruza nem com o0 €ixo y € nem com o eixo x. Portanto, ndo ha intersecées
A reta horizontal y = 0 ¢ uma assintota horizontal. Esta pode ser encontrada ao se formular (e
responder) a questao

"De que valor finito a funcdo faproxima-se a medida que x move-se para a direita ou esquerda
do eixo numérico?"

A forma matematica exata de se apresentar e responder a tal questao ¢ através do conceito de
[imite O Maple o implementa pelo comando |imit, que usaremos neste capitulo. Sendo assim,
a assintotahorizontal pode ser encontrada por

> y=limit(f,x=%);
y=limit(f,x=- %)

E possivel que f possua uma assintota horizontal para x grande e outra assintota horizontal para
x pequeno. Neste caso, a retay = 0 ¢ a assintota horizontal para ambas as extremidades.

A reta vertical x = 0 € a assintota vertical. Uma assintota vertical pode ocorrer em pontos onde
o denominador de f torna-se zero, enquanto o numerador ¢ diferente de zero.




A medida em que x aproxima-se de zero através de nimeros positivos pequenos, f, o reciproco
destes niumeros positivos pequenos, retorna numeros positivos grandes. Portanto, a medida
que x aproxima-se de zero pela direita, f tende a valores positivos grandes, um fenomeno que

descreveremos por " ", o0 simbolo de infinito.

Alternativamente, 8 medida em que x aproxima-se de zero através de nimeros negativos de
baixo valor absoluto, f, o reciproco destes nimeros negativos, retorna nimeros negativos de
alto valor absoluto. Portanto, a medida em que x aproxima-se de zero pela esquerda, f/ tende a
numeros negativos de alto valor absoluto, um fenomeno que descreveremos por "- ®", o
simbolo de menos infinito.

Novamente, a linguagem matematica formal para uma analise de tal comportamento ¢ através
do conceito de /imite, implementado no Maple como

> Limit( f,x=0, right) =limit( f, x =0, right);
Limit( f, x=0, left) = limit( f, x =0, left)

onde a notagdo indica que a aproximacdo em x = 0 ¢ feita pela direita, como no primeiro
calculo, ou pela esquerda, como no segundo calculo.

V¥ Problema 3.2
V¥ 3.2 - Solugéo Matemética

A funcdo racional f'(x) = Lz nao possui

X
intersecao em y, pois f(0) ¢ indefinida. Além
disso, ndo possui interse¢cdo emx, uma vez que a 3
equacdo f (x) = Lz = 0 ndo possui solugdo. 27
X
1
Proximo de x = 0, parax > 0 e x <0, os valores de =
f(x) s@o grandes e positivos. Estas duas -3-2-10 1 2 3
observagdes sdo expressas matematicamente pela X
nota¢ao
lim f(x)= oo Figura 3.2.1 Grafico de
x—0t _ 1
e f(x) - ?
lim f(x)=
x—0~

respectivamente. Conseqlientemente, o eixo y ¢ uma assintotavertical.

Para x grande em valor absoluto, f'(x) € positivo e proximo de zero. Esta observagdo ¢
expressa matematicamente pela notacao



lim_ f(x) =0

X— oo

lim f(x)=0

X— -
Conseqlientemente, o eixo x ¢ uma assintota horizontal.

O grafico desta fun¢ao, obtido pelo Maple, ¢ mostrado na Figura 3.2.1.

V¥ 3.2- Solucéo via Maplet

Um grafico da funcéo racional e -
| e ien 7 =
_ e R 7 i
fx)=— e I
b ]| - e
. , i s
e as equagdes de quaisquer de suas assintotaspodem ser rti— S =
encontrados por meio do Tutorial Funcdes Racionais d =
Ao se clicar sobre este link o tutorial com a solugdo sera E::j&
iniciado como mostrado na Figura 3.2.2. — s [l

As intersecdes podem ser inferidas a partir do grafico

e/ou da propria fungao. Figura 3.2.2 Imagem do
Tutorial Fungdes Racionais

Para usar este tutorial, deve-se inserir o numerador € o
denominador da fung¢do racional nas caixas apropriadas.

O botao Grafico fornece um gréafico de f(x). Ao pressionar-se o botdo Horizontal, sao
inseridas no grafico as assintotas horizontais (em linhas vermelhas). Ao pressionar-se o
botdo Vertical, sdo adicionadas ao grafico quaisquer assintotas verticais (em linhas verdes).
Ao pressionar-se o botdo Obliqua s3o adicionadas ao grafico as assintotas obliquas (em
linhas azuis). (Estas a¢cdes ndo sdo cumulativas. Ao pressionar-se o botdao Mostrar todas
sao inseridas todas as possiveis assintotas ao grafico).

As assintotas que coincidem com um eixo sdo tragadas com uma linha mais grossa para que
possam ser vistas no grafico.

Além da possibilidade de modificar o grafico, os botdes para as assintotas fornecem as
equagdes das respectivas assintotas.

Fica claro no gréfico desta funcdo que ndo hé intersegdes.

Para iniciar o Tutorial Fun¢des Racionais, deve-se clicar sobre o link a seguir: Tutorial
Funcdes Racionais




L
V¥ 3.2 - Solucdo Interativa

* Insira a expressdo para a fun¢do racional
dada.
* Menu de Contexto: Associe a um Nome>

/

VY Modelo de Tarefa

Ferramentas >Tarefas>>Pesquisar: Algebra>>Funcio Racional - Grafico e Assintotas

Tutor Funcgédo Racional

. N . P(x) Assintotas
Insira uma fung¢ao racional :
O(x)
Horizontal
Assintotas Limpar Funcao

Forma de Pon...

Grafico

Obliqua

Forma Ponto ...

Vertical




Tutor Fungao Racional

Limpar Grafico

Forma Ponto ...

Assintotas Verticais

* Digite f'e pressione a tecla Enter.
* Menu de Contexto: Denominador
* Menu de Contexto: Resolver

Assintotas

Horizontais

Comportamento para x —
* Digite f'e pressione a tecla Enter.
* Menu de Contexto:
Construgdes >Limite>x >infinito
* Menu de Contexto: Calcular (de inerte)

Comportamento parax— - o
* Digite f'e pressione a tecla Enter.
* Menu de Contexto:
Constru¢des >Limite>x>-infinito




* Menu de Contexto: Calcular (de inerte)

YV Grafico

* Digite f'e pressione a tecla Enter.
* Menu de Contexto:
Graficos>Construtor de Graficos

-1<x<1
Opgoes:
Imagem:
-1 <y<l1
Encontrar
Descontinuidades

V¥ 3.2 - Solugéo via Comandos do Maple

Um grafico da funcéo racional:

¢ mostrado na figura 3.2.1. Pode ser criado com o comando:

> plot(f,x=-5.5,y=-1.4)

O grafico def(x) ndo cruza nem com o €ixo y € nem com o eixo x. Portanto, ndo ha

intersecoes.

A reta horizontal y = 0 ¢ um assintotahorizontal. Esta pode ser encontrada formulando-se (e
respondendo) a questao

"Para que valor finito /' (x) aproxima-se de x a medida em que move-se para a esquerda ou
direita do eixo numérico?"

A forma matematica exata de se apresentar e responder a tal questdo ¢ através do conceito de
[imite O Maple o implementa pelo comando |imit, que usaremos neste capitulo. Sendo assim,
a assintotahorizontal pode ser encontrada por :

> y=limit(f,x=0);
y=Ilimit(f,x=- )

E possivel que f possua uma assintota horizontal para x grande e outra assintota horizontal para
x pequeno. Neste caso, a retay = 0 ¢ a assintota horizontal para ambas as extremidades.




A reta vertical x = 0 ¢ a assintota vertical. Uma assintota vertical pode ocorrer em pontos onde
o denominador de f torna-se zero, enquanto o numerador ¢ diferente de zero.

A medida em que x aproxima-se de zero através de nameros positivos pequenos, f, o reciproco
destes numeros positivos pequenos, retorna numeros positivos grandes. Portanto, a medida
que x aproxima-se de zero pela direita, f tende a valores positivos grandes, um fendmeno que

descreveremos por " ", o simbolo de infinito.

Alternativamente, a medida em que x aproxima-se de zero através de nimeros negativos de
baixo valor absoluto, f, o reciproco destes nimeros negativos, retorna nimeros negativos de
alto valor absoluto. Portanto, 8 medida em que x aproxima-se de zero pela esquerda, / tende a
numeros negativos de alto valor absoluto, um fenomeno que descreveremos por "- ", 0
simbolo de menos infinito.

Novamente, a linguagem matematica formal para uma andlise de tal comportamento ¢ através
do conceito de /imite, implementado no Maple como:

> Limit( f, x=0, right) = limit( f, x =0, right);
Limit( f, x =0, left) =limit( f,x=0, left)

onde a notagdo indica que a aproximacao em x = 0 € feita pela direita, como no primeiro
calculo, ou pela esquerda, como no segundo calculo.

V¥ Problema 3.3
V¥ 3.3 - Solugdo Matematica

A funcdo racional f(x) = —; I apresenta o

x +1

valor 1 como intersecéo em y, pois f(0) = 1.
Além disso, ndo possui interse¢do em x, uma

vez que a equacgio f(x) = — L 0 ndo __/fl’l\
x +1

possui solugio. -3-2-10 1 2 3

. 2
O denominador de f'(x), ou seja, x~ + 1, nunca
se iguala a zero para nenhum x. Portanto, ndo

existe assintotavertical. Figura 3.3.1 Grafico de
fx)=—"
Para x grande em valor absoluto, f(x) € positiva Y41

e proxima de zero. Esta observagdo ¢ expressa
matematicamente pela notagao:

lim, £(x) =0
e
lim f(x)=0

X— -0



Conseqiientemente, o eixo x ¢ uma assintota horizontal.

O grafico desta funcao ¢ mostrado na Figura 3.3.1.

V¥ 3.3- Solucgéo via Maplet

Um grafico da funcéo racional

1

(x) =5 —
flx |

e as equagdes de quaisquer de suas assintotaspodem ser
encontrados por meio do Tutorial Funcdes Racionais

Ao se clicar sobre este link o tutorial com a solugao sera
iniciado como mostrado na Figura 3.3.2. T

As intersecdes podem ser inferidas a partir do grafico
e/ou da propria fungao. Figura 3.3.2 Imagem do
Tutorial Fungdes Racionais

Para usar este tutorial, deve-se inserir o numerador € 0
denominador da fung¢ao racional nas caixas apropriadas.

O botao Grafico fornece um gréafico de f(x). Ao pressionar-se o botdo Horizontal, sao
inseridas no grafico as assintotas horizontais (em linhas vermelhas). Ao pressionar-se o
botdo Vertical, sdo adicionadas ao grafico quaisquer assintotas verticais (em linhas verdes).
Ao pressionar-se o botdo Obliqua s3o adicionadas ao grafico as assintotas obliquas (em
linhas azuis). (Estas a¢cdes ndo sdo cumulativas. Ao pressionar-se o botdao Mostrar todas
sdo inseridas todas as possiveis assintotas ao grafico).

As assintotas que coincidem com um eixo sdo tragadas com uma linha mais grossa para que
possam ser vistas no grafico.

Além da possibilidade de modificar o grafico, os botdes para as assintotas fornecem as
equagdes das respectivas assintotas.

Fica claro no grafico desta fun¢do que ha apenas uma interse¢do em y. Como ocorre emx =
0, esta ¢ dada por f/(0) = 1.

Para iniciar o Tutorial Fun¢des Racionais, deve-se clicar sobre o link a seguir: Tutorial
Funces Racionais.

V¥ 3.3- Solucéo I nterativa




* Insira a expressao para a fun¢do racional
dada.
* Menu de Contexto: Associe a um Nome>

f

V Modelo de Tarefa

Ferramentas >Tarefas>>Pesquisar: Algebra>Fungio Racional - Grafico e Assintotas

Tutor Funcédo Racional

. N . P(x) Assintotas
Insira uma fungao racional :
O(x)
Horizontal
Assintotas Limpar Funcao

Forma de Pon...

Grafico

Obliqua

Forma Ponto ...

Vertical

Tutor Fungao Racional




Limpar Grafico

Forma Ponto ...

V Assintotas

Assintotas Verticais

* Digite f'e pressione a tecla Enter.
* Menu de Contexto: Denominador
* Menu de Contexto: Resolver

Assintotas

Horizontais

Comportamento parax— %
* Digite f'e pressione a tecla Enter.
* Menu de Contexto:
Construcdes >Limite>x>infinito
* Menu de Contexto: Calcular (de inerte)

Comportamento parax— - o
* Digite f'e pressione a tecla Enter.
* Menu de Contexto:
Constru¢des >Limite>x>-infinito
* Menu de Contexto: Calcular (de inerte)

YV Grafico

* Digite f'e pressione a tecla Enter.
* Menu de Contexto:
Graficos >Construtor de Graficos
-1<x<1
Opcoes:
Imagem:
-1 <y<1
Encontrar
Descontinuidades




L

V¥ 3.3 - Solugéo via Comandos do Maple
Um grafico da funcéo racional

1

>f:=
xz-i-l

aparece na Figura 3.3.1. Pode ser criado com o comando:

> plot( f,x=-3..3,y=0..1, scaling = constrained, tickmarks =1[7,2])

O grafico def(x) cruza o eixo y mas ndo o eixo x. Desta forma, ha apenas uma jntersecao em
¥, encontrada pelo célculo a seguir:

> eval(f,x=0)

A reta horizontal y = 0 ¢ uma assintota horizontal. Esta ¢ encontrada formulando-se e
(respondendo-se) a questao:

"De que valor finito aproxima-se f(x) a medida em que x move-se para a esquerda ou direita
do eixo numérico?"

A forma matematica exata para se apresentar e responder a tal questdo € através do conceito de
l[imite O Maple o implementa pelo comando limit, que usaremos neste capitulo. Sendo assim,
a assintotahorizontal pode ser encontrada por:

> y=limit(f,x= );
y=Ilimit(f,x=- )

E possivel que f(x) possua uma assintota horizontal para x grande e outra assintota horizontal
para x pequeno. Neste caso, a retay = 0 ¢ a assintota horizontal para ambas as extremidades.

O denominador, ou seja:
> d = denom( )

nunca ¢ igual a zero, como se observa no grafico da Figura 3.3.3.

> plot(d,x=-2.2,-1.5)

Figura 3.3.3 Grafico do denominador de
1

x2+1

f(x)=




Portanto, f'(x) ndo possui assintota vertical, uma vez que as assintotas verticais podem ocorrer
apenas em pontos onde o denominador ¢ zero quando o numerador ¢ diferente de zero.

V¥ Problema 3.4
V¥ 3.4 - Solucgéo Matemética

A funcdo racional f(x) = 2x possui 0 como sua
+1

X
intersecao em y, pois f(0) =0. Esta possui 0 como
interse¢do em x porque a equagdof (x) = — T =0 1

x +1 Y 1/\

possui a solu¢do x = 0. Conseqiientemente, o grafico w 2 i
de f'(x) passa pela origem.

Como f(-x) = (x) ___x =-f(x),a

(-x)+1 41
fungdo possui simetria impar, assim como a fungédo
sin(x).

Figura 3.4.1 Grafico de

X

O denominador, ou seja, K+ 1, nunca ¢ igual a zero f(x)= 211
para nenhum x real. Portanto, ndo ha assintota *
vertical.

Para x grande e positivo, f(x) ¢é positiva e proxima de zero. Parax negativo e grande em

valor absoluto, f(x) € negativae proxima de zero. Estas duas observagdes sdo expressas
matematicamente pela notagao:

lim, £ (x) =0
€
lim f(x)=0

Conseqlientemente, o eixo x ¢ uma assintota horizontal.

A Tabela 3.4.1 nos proporciona uma lista de valores que podem auxiliar a gerar o esbogo de
f(x) se ndo pudermos usar um software no momento. A Figura 3.4.1 ¢ um grafico gerado

pelo Maple da funcgao.
x 0 1 1 3 2 5 3 7 4 9 5
2 2 2 2 2
solo | 2|16 |2 |1w0]| 3 [14a|4 |15
5 2 13 5 9 10 3 17 85 26
f(x) 0 0.40 | 0.50 [ 0.46 | 0.40 | 0.34 | 0.30 | 0.26 | 0.24 | 0.21 | 0.19




| Tabela 3.4.1 Valores de f(x)

V¥ 3.4 - Solucéo via Maplet

Um grafico da funcéo racional

X e ey

X — - [(AERE
1 §

e as equagdes de quaisquer de suas assintotaspodem ser o~ I

encontrados por meio do Tutorial Funcdes Racionais i 3 F i':’““““““ -

Db Bergtes

Ao se clicar sobre este link o tutorial com a solugao sera
iniciado como mostrado na Figura 3.4.2. e

o w——
T,

As intersecdes podem ser deduzidas a partir do grafico
e/ou da propria fungao. Figura 3.4.2 Imagem do
Tutorial Fungdes Racionais

Para usar este tutorial, deve-se inserir o numerador € 0
denominador da funcao racional nas caixas apropriadas

O botao Grafico fornece um gréafico de f(x). Ao pressionar-se o botdo Horizontal, sao
inseridas no grafico as assintotas horizontais (em linhas vermelhas). Ao pressionar-se o
botdo Vertical, sdo adicionadas ao grafico quaisquer assintotas verticais (em linhas verdes).
Ao pressionar-se o botdo Obliqua sdo adicionadas ao grafico as assintotas obliquas (em
linhas azuis). (Estas agdes nao sao cumulativas. Ao pressionar-se o botao Mostrar todas
sdo inseridas todas as possiveis assintotas ao grafico).

Assintotas coincidentes com um dos eixos sdo tragadas com uma linha mais forte para que
possam ser vistas no grafico.

Além de modificarem o grafico, os botdes para as assintotas apresentam as equagdes das
respectivas assintotas.

Fica claro no gréafico que esta funcdo passa pela origem. Portanto, as intersecdes emx e y
sdox =0 e y =0, respectivamente.

Para iniciar o Tutorial de Fun¢des Racionais, deve-se clicar no link a seguir: Tutorial
Funcéo Racional.

V¥ 3.4 - Solucéo I nterativa

* Insira a expressao para a fungdo racional
dada.
* Menu de Contexto: Associe a um Nome>

f




V Modelo de Tarefa

Ferramentas >Tarefas>>Pesquisar: Algebra>Fungio Racional - Grafico e Assintotas

Tutor Funcédo Racional

. N . P(x) Assintotas
Insira uma fungao racional :
O(x)
Horizontal
Assintotas Limpar Funcao

Forma de Pon...

Grafico

Obliqua

Forma Ponto ...

Vertical

Tutor Fungao Racional

Limpar Grafico

Forma Ponto ...




Assintotas Verticais

* Digite f'e pressione a tecla Enter.
* Menu de Contexto: Denominador
* Menu de Contexto: Resolver

Assintotas Horizontais

Comportamento parax— %
* Digite f'e pressione a tecla Enter.
* Menu de Contexto:
Construcoes >Limite>x>infinito
* Menu de Contexto: Calcular (de inerte)

Comportamento parax— - o
* Digite f'e pressione a tecla Enter.
* Menu de Contexto:
Constru¢des >Limite>x>-infinito
* Menu de Contexto: Calcular (de inerte)

YV Grafico

* Digite f'e pressione a tecla Enter.
* Menu de Contexto:
Graficos>Construtor de Graficos

-1<x<1
Opcoes:
Imagem:
-1 <y<1
Encontrar
Descontinuidades

V¥ 3.4 - Solugso via Comandos do Maple
Um grafico da funcéo racional

X
x2—|—1

>f:=




aparece na Figura 3.4.1. Pode ser criado com o comando:

> plot(f,x=-5.5,y=-.5..0.5)

O grafico def(x) parece passar pela origem, uma hipotese que pode ser verificada pelos
calculos:

> eval(f,x=0)

Portanto, a origem ¢ tanto a intersecdo em x quanto a intersegao em y.

A reta horizontal y = 0 é uma assintotahorizontal. Esta pode ser encontrada formulando-se e
(respondendo-se) a questao

"De que valor finito aproxima-se f(x) a medida em que x move-se para a esquerda ou direita
do eixo numérico?"

A forma matematica exata para se apresentar e responder a tal questdo ¢ através do conceito de
[imite O Maple o implementa pelo comando |imit, que usaremos neste capitulo. Sendo assim,
a assintotahorizontal pode ser encontrada por

> y=limit(f,x= );
y=Ilimit(f,x=- )

E possivel que f(x) possua uma assintota horizontal para x grande e outra assintota horizontal
para x pequeno. Neste caso, a retay =0 ¢ a assintota horizontal para ambas as extremidades.

O denominador, ou seja,

> d = denom(f)

nunca ¢ igual a zero, como se observa no grafico da Figura 3.4.3.

> plot(d,x=-2.2,-1.5)

Figura 3.4.3 Grafico do denominador de
X

x2+1

f(x)=

Portanto, /' (x) nao possui assintota vertical, uma vez que estas podem ocorrer apenas nos
pontos onde o denominador € zero e o numerador diferente de zero.

¥ Problema 3.5
Y 3.5 - Solucio Matematica




A funcdo racional f'(x) = 2x possui 0 como sua intersecdo
+1

X
emy, pois f(0) =0. Esta também possui 0 como interse¢cao em

X, pois a equacdo f(x) = zx = 0 possui solugdo x = 0.
x +1
Conseqiientemente, o grafico de f(x) passa pela origem.
X

Como f(-x) = ( _x)Z = X =f(x), a fungdo

(-x)*+1 ¥ +1 Figura 3.5.1
apresenta simetria par, assim como a fungio cos(x). Grafico de 5

X
. .2 i Jx) =7

O denominador, ou seja, x~ + 1, nunca ¢ igual a zero para x +1

nenhum x real. Portanto, ndo ha assintotavertical.

Para x grande em valor absoluto, /(x) encontra-se proxima de 1, permanecendo ainda menor
que 1. Esta observagdo ¢ expressa matematicamente pela notacao

lim_f(x) =1

X— ©

lim f(x)=1

X— -
Conseqiientemente, a reta y = 1 ¢ uma assintota horizontal.
A Tabela 3.5.1 nos proporciona uma lista de valores que podem auxiliar a gerar o esboco de

f(x) se ndo pudermos usar um software no momento. A Figura 3.5.1 € um grafico gerado
pelo Maple da funcao.

x o | 1| v | 325|372 |4]9]S:s
2 2 2 2 2

sl o | |1 |9 | 4 |25 | 9 |4 |16 | 81|25
5 2 13 5 29 10 53 17 85 26

f(x) 0 020 | 050 1 0.69 | 0.80 | 0.86 | 090 | 092 | 0.94 | 0.95 | 0.96

Tabela 3.5.1 Valores de f(x)

V¥ 3.5 - Solucéo via Maplet

Um grafico da funcéo racional




......

e as equagdes de quaisquer de suas assintotaspodem ser
encontrados por meio do Tutorial Funcdes Racionais

Ao se clicar sobre este link o tutorial com a solucao sera
iniciado como mostrado na Figura 3.5.2. S —

As intersecdes podem ser deduzidas a partir do grafico

e/ou da propria fungio. Figura 3.5.2 Imagem do

Tutorial Fungdes Racionais

Para usar este tutorial, deve-se inserir o numerador € 0
denominador da fung¢ao racional nas caixas apropriadas.

O botdo Grafico fornece um grafico de f(x). Ao pressionar-se o botdo Horizontal, sao
inseridas no grafico as assintotas horizontais (em linhas vermelhas). Ao pressionar-se o
botao Vertical, sdo adicionadas ao grafico quaisquer assintotas verticais (em linhas verdes).
Ao pressionar-se o botao Obliqua sao adicionadas ao grafico as assintotas obliquas (em
linhas azuis). (Estas a¢des ndo sdo cumulativas. Ao pressionar-se o botao Mostrar todas
sdo inseridas todas as possiveis assintotas ao grafico).

Assintotas coincidentes com um dos eixos sdo tragadas com uma linha mais grossa para que
possam ser vistas no grafico.

Além de modificarem o grafico, os botdes para as assintotas apresentam as equagdes para as
respectivas assintotas.

Fica claro no grafico da fungdo que esta passa pela origem. Portanto, as intersegdes em x e
ysaox=0ey=0, respectivamente.

Para iniciar o Tutorial de Fung¢des Racionais, deve-se clicar no link a seguir: Tutorial
Funcdes Racionais.

V¥ 3.5- Solucéo I nterativa

* Insira a expressao para a fun¢do racional
dada.
* Menu de Contexto: Associe a um Nome>

f

V Modelo de Tarefa

Ferramentas >Tarefas>>Pesquisar: Algebra>Funcio Racional - Grafico e Assintotas




Tutor Funcgédo Racional

. N . P(x) Assintotas
Insira uma fung¢ao racional :
O(x)
Horizontal
Assintotas Limpar Funcao

Grafico

Forma de Pon...

Obliqua

Forma Ponto ...

Vertical

Tutor Fungao Racional

Limpar Grafico

Forma Ponto ...

Y Assintotas




Assintotas Verticais

* Digite f'e pressione a tecla Enter.
* Menu de Contexto: Denominador
* Menu de Contexto: Resolver

Assintotas Horizontais

Comportamento parax—
* Digite f'e pressione a tecla Enter.
* Menu de Contexto:
Constru¢des >Limite>x>infinito
* Menu de Contexto: Calcular (de inerte)

Comportamento parax— - o
* Digite f'e pressione a tecla Enter.
* Menu de Contexto:
Construg¢des >Limite>x>-infinito
* Menu de Contexto: Calcular (de inerte)

YV Grafico

* Digite f'e pressione a tecla Enter.
* Menu de Contexto:
Graficos>Construtor de Graficos

-1<x<1
Opcoes:
Imagem:
-1<y<1
Encontrar
Descontinuidades

V¥ 3.5 - Solucéo via Comandos do Maple

Um grafico da funcéo racional

2
X

x2—|—1

>f:=

aparece na Figura 3.5.2. Pode ser criado com o comando:
> plot(f,x=-7.7,y=0.1, tickmarks=[7,4])

O grafico def(x) parece passar pela origem, uma hipdtese que pode ser verificada pelos




calculos.

> eval(f,x=0)

Portanto, a origem ¢ tanto a intersecdo em x como a intersecao em y.

A reta horizontal y = 1 ¢ uma assintota horizontal. Esta pode ser encontrada formulando-se (e
respondendo-se) a questao

"De que valor finito aproxima-se f(x) a medida em que x move-se para a esquerda ou direita
do eixo numérico?"

A forma matematica exata para se apresentar e responder a tal questao ¢ através do conceito de
[imite O Maple o implementa pelo comando |imit, que usaremos neste capitulo. Sendo assim,
a assintotahorizontal pode ser encontrada por:

> y=limit(f,x= ®);
y=Ilimit(f,x=- )

Alternativamente, reescreva f (x) como:

2

X 1
2 ==
x +1 x +1

por meio da divisdo longa, implementada no Maple pelo comando quo, como segue.

> quotient = quo (numer( f), denom(f),x,'r');
remainder=r

O guocientede x* dividido porx2 + 1, ou seja, 1, é retornado diretamente pelo comando guo.
O resto obtido ao executar-se a divisdao ¢ armazenado na variavel » que, neste caso, € - 1.
Como o resto deve ser dividido pelo divisor, segue o resultado.

Como vimos que no Problema 3 que tende a zero tanto para x grande quanto para

xz-i-l

pequeno, o quociente 1 indica a assintotahorizontal.
Por fim, note que ¢ possivel que f(x) possua uma assintota horizontal para x grande e uma
outra assintota horizontal parax pequeno. Neste caso, a retay =1 ¢ uma assintota horizontal

em ambas as extremidades.

O denominador, ou seja,

> d = denom( )



nunca ¢ zero, como se pode observar no grafico na Figura 3.5.3.

> plot(d,x=-2.2,-1.5)

Figura 3.5.3 Grafico do denominador

2
f(x)=

X
x2+1

Portanto, f'(x) ndo possui assintota vertical, uma vez que estas s6 podem ocorrer em pontos
onde o denominador € zero e o numerador diferente de zero.

V¥ Problema 3.6
V¥ 3.6 - Solugdo Matematica

2
A funcdo racional f(x) = x2 possui -1 como
x4+
sua intersecéo em y, pois f(0) = - 1. Esta possuix =

+ 1 como interseg¢des em x, pois a equagao

2_ L] L] L) L]
(x)=x2 ! =0 possui as solugdesx=-1¢e 1. -4 -2 —‘1\|/ 2 4
x +1 X
2 2
Como f(-x) = (—x)2—1 :x2—1 =f(x),a
(-x)"+1 x +1 Figura 3.6.1 Grafico de

funcdo apresenta simetria par, assim como a fung¢ao
cos(x).

) .2 ~ -

O denominador, ou seja, x~ + 1, ndo ¢ igual a zero
para nenhum numero real x. Portanto, ndo ha
assintota vertical.

f(x)=

-1

x2+1

Para x grande em valor absoluto, /(x) encontra-se proxima de 1, mas ainda permanece
menor que 1. Esta observacdo ¢ expressa matematicamente pela notagdo

lim_ f(x) =1

X— ©

lim f(x)=1

X— -

Conseqiientemente, a retay = 1 ¢ uma assintotahorizontal.

A Tabela 3.6.1 nos proporciona uma lista de valores que podem auxiliar a gerar o esbogo de
f(x) se ndo pudermos usar um software no momento. A Figura 3.6.1 ¢ um grafico gerado




pelo Maple da fungao.

X 0 1 1 3 2 5 3 7 4 9 5
2 2 2 2 2
sl -t sl o | s |3 [ | 4| as s |77 |2
5 13 5 29 5 53 17 85 13
f(x) -1 -0.6\ 0 038 | 060 | 0.72 | 0.80 | 0.85 | 0.88 | 0.91 | 0.92
0
Tabela 3.6.1 Valores de f(x)

V¥ 3.6 - Solucéo via Maplet

Um grafico da funcéo racional

2 = 2
X _1 A appen

e as equagdes de quaisquer de suas assintotaspodem ser
encontrados por meio do Tutorial Funcdes Racionais v

Db Bergtes

oy s——
Ao se clicar sobre este link o tutorial com a solugéo sera =
iniciado como mostrado na Figura 3.6.2.
As intersecdes podem ser deduzidas a partir do grafico Figura 3.6.2 Imagem do

e/ou da prépria fungdo. Tutorial Fungdes Racionais

Para usar este tutorial, deve-se inserir o numerador € 0
denominador da fung¢ao racional nas caixas apropriadas.

O botao Grafico fornece um grafico de f(x). Ao pressionar-se o botdo Horizontal, sao
inseridas no grafico as assintotas horizontais (em linhas vermelhas). Ao pressionar-se o
botdo Vertical, sdo adicionadas ao grafico quaisquer assintotas verticais (em linhas verdes).
Ao pressionar-se o botdo Obliqua s3o adicionadas ao gréafico as assintotas obliquas (em
linhas azuis). (Estas a¢cdes ndo sdo cumulativas. Ao pressionar-se o botdo Mostrar todas
sdo inseridas todas as possiveis assintotas ao grafico).

Assintotas coincidentes com um dos eixos sdo tragadas em uma linha mais grossa para que
possam ser vistas no grafico.

Além de modificarem o grafico, os botdes para as assintotas apresentam as equagdes das
respectivas assintotas.

Fica claro no grafico da fun¢do que esta cruza duas vezes o eixox. As solucdes def(x) =0
N ~ 2 . ~ N . ~
sdo solucdes dex™ — 1 =0. Portanto, as intersecoes em x sdox =+ 1. A interse¢do em y




ocorre onde x = 0, de forma que ¢ igual a f(0) = - 1.

Para iniciar o Tutorial Fun¢des Racionais, deve-se clicar sobre o link a seguir: Tutorial
Funcdes Racionais

V¥ 3.6 - Solucdo Interativa

* Insira a expressao para a fungao racional
dada.
* Menu de Contexto: Associe a um Nome>

J

VY Modelo de Tarefa

Ferramentas >Tarefas>>Pesquisar: Algebra>Fungio Racional - Grafico e Assintotas

Tutor Funcédo Racional

. N . P(x) Assintotas
Insira uma fung¢ao racional :
O(x)
Horizontal
Assintotas Limpar Funcao

Forma de Pon...

Grafico

Obliqua

Forma Ponto ...




Tutor Fungao Racional

Limpar Grafico

Vertical

Forma Ponto ...

Assintotas Verticais

* Digite f'e pressione a tecla Enter.
* Menu de Contexto: Denominador
* Menu de Contexto: Resolver

Assintotas

Horizontais

Comportamento para x —
* Digite f'e pressione a tecla Enter.
* Menu de Contexto:
Construgdes >Limite>x >infinito
* Menu de Contexto: Calcular (de inerte)

Comportamento parax— - o
* Digite f'e pressione a tecla Enter.
* Menu de Contexto:
Constru¢des >Limite>x>-infinito




* Menu de Contexto: Calcular (de inerte)

YV Grafico

* Digite f'e pressione a tecla Enter.
* Menu de Contexto:
Graficos>Construtor de Graficos

-1<x<1
Opgoes:
Imagem:
-1 <y<l1
Encontrar
Descontinuidades

V¥ 3.6 - Solugo via Comandos do Maple

Um grafico da funcéo racional:

x2—1
x2+1

> fi=

aparece na Figura 3.6.1. Pode ser criado com o comando:

> plot( f,x=-5..5,y=-1.1, scaling = constrained, tickmarks = [7, 2])

O grafico def(x) cruza tanto o eixo y quanto o eixo x, de forma que existe ndo s6 uma
intersecdo em y, encontrada pelo célculo :

> eval(f,x=0)

mas também existem duas interse¢des em x, encontradas ao resolver-se a equagado f (x) =0
parax. Pelo Maple, encontra-se:

> solve(f=0,x)
ou seja, as duas interse¢des em x sdox =+ 1.

A reta horizontal y =1 é uma assintota Esta ¢ encontrada formulando-se (e respondendo-se) a
questio:

"De que valor finito aproxima-se f(x) a medida em que x move-se para a esquerda ou direita
do eixo numérico?"




A forma matematica exata para se apresentar e responder a tal questdo ¢ através do conceito de
[imite O Maple o implementa pelo comando |imit, que usaremos neste capitulo. Sendo assim,
a assintotahorizontal pode ser encontrada por:

> y=limit(f,x= );
y=Ilimit(f,x=- )

Alternativamente, f'(x) pode ser reescrita como:

P—1 2
2 =l=7
x +1 x +1

por meio da divisdo longa, implementada no Maple pelo comando guo, como segue

> quotient = quo (numer( f'), denom(f), x, 'r');
remainder=r

O guociente de x° dividido porx2 + 1, ou seja, 1, € retornado diretamente pelo comando guo
(quociente). O resto obtido ao executar-se a divisao ¢ armazenado na variavel » que, neste caso,

¢ -2. Como o resto deve ser dividido pelo divisor, segue o resultado.

Como vimos no Problema 3.3 que tende a zero tanto para x grande quanto pequeno, o

x2+1

quociente 1 indica a assintotahorizontal.
Por fim, note que ¢ possivel que f(x) possua uma assintota horizontal para x grande e outra
assintota horizontal diferente parax pequeno. Neste caso, a reta y = 1 ¢ uma assintota

horizontal em ambas as extremidades.

O denominador, ou seja,

> d :=denom(f)

nunca ¢ zero, como observa-se no grafico da Figura 3.6.3.

> plot(d,x=-2.2,-1.5)

Figura 3.6.3 Grafico do denominador de
2
Sx)=

x —1
xz-l-l

Portanto, f'(x) ndo possui assintota vertical, uma vez que estas podem ocorrer apenas em
pontos onde o denominador ¢ zero e o numerador diferente de zero.



V¥ Problema 3.7
V¥ 3.7 - Solugéo Matematica

A funcdo raciona f(x) = 2; =
X —x—2 4]
T l)l(x Y possui —% como sua intersecao em y N
,pois f(0) = - % Esta ndo possui interse¢ao em x

porque a equacgao f (x) =0 ndo possui solugdo.

O denominador, ou seja, P—x—2= (x+1) (x—2)
possui dois zeros dados porx=-1ex=2. Como o
numerador ¢ 1, existem duas assintotas verticais, ou seja,
as retas verticaisx = -1 ex=2.

Figura 3.7.1 Grafico de
1

2
X —x—2

Ligeiramente a esquerda de x = - 1, a fun¢@o assume
valores positivos grandes, enquanto ligeiramente a direita | f(x) =
desta assintota, a func¢do assume valores negativoscom

valores absolutos grandes. Estas observagdes sdo
expressas matematicamente pela notacao:

lim f(x)=wo e lim,6 f(x)=-o

x—>-1- x—-1t

Ligeiramente a esquerda de x = 2, a funcdo assume valores negativos com valor grande valor
absoluto. Porém, ligeiramente a direita desta assintota, a fungdo assume valores positivos
grandes. Estas observacdes sdo expressas matematicamente pela nota¢ao

lim f(x)=-o
x—2"

e
lim, f(x) = o

Para valores absolutos grandes de x, os valores da fungdo sdo positivos, embora bem
proximos de zero. Esta observagdo é expressa matematicamente pela notacao

lim f(x)=0
€
lim, /(x) =0

Portanto, o eixo x ¢ uma assintota horizontal para a fungao.

Um grafico produzido pelo Maple ¢ mostrado na Figura 3.7.1.




L
V¥ 3.7 - Solugéo via Maplet

Um grafico da funcéo racional

1 =
X = [
S ) (x+1) (x—2) ﬁ
(1 1
e as equagdes de quaisquer de suas assintotaspodem ser r '-\ St med
encontrados por meio do Tutorial Funcdes Racionais TR |'

Dadisa Bermysan

Ao se clicar sobre este link o tutorial com a solucao sera
iniciado como mostrado na Figura 3.7.2.

i P b g
AT

As intersecdes podem ser deduzidas a partir do grafico

¢/ou da propria fungao. Figura 3.7.2 Imagem do
Tutorial Fungdes Racionais

Para usar este tutorial, deve-se inserir o numerador € 0
denominador da fung¢ao racional nas caixas apropriadas.

O botdo Grafico fornece um grafico de f(x). Ao pressionar-se o botdo Horizontal, sao
inseridas no grafico as assintotas horizontais (em linhas vermelhas). Ao pressionar-se o
botao Vertical, sdo adicionadas ao grafico quaisquer assintotas verticais (em linhas verdes).
Ao pressionar-se o botao Obliqua sao adicionadas ao grafico as assintotas obliquas (em
linhas azuis). (Estas a¢cdes ndo sdo cumulativas. Ao pressionar-se o botao Mostrar todas
sdo inseridas todas as possiveis assintotas ao grafico).

Assintotas coincidentes com um dos eixos sdo tragadas em uma linha mais grossa para que
possam ser vistas no grafico.

Além de modificarem o grafico, os botdes para as assintotas apresentam as equagdes das
respectivas assintotas.

Fica evidente no grafico da fun¢do que esta ndo cruza o eixo x. Sendo assim, ndo ha

intersegoes emx. Contudo, a intersecao em y ocorre onde x = 0, sendo dada por f(0) = - %

Para iniciar o Tutorial Fun¢des Racionais, deve-se clicar sobre o link a seguir: Tutorial
Funcdes Racionais

V¥ 3.7 - Solucéo I nterativa

* Insira a expressao para a fungao racional
dada.
* Menu de Contexto: Associe a um Nome>

J

\ 4




V Modelo de Tarefa

Ferramentas >Tarefas>>Pesquisar: Algebra>Fungio Racional - Grafico e Assintotas

Tutor Funcédo Racional

. N . P(x) Assintotas
Insira uma fungao racional :
O(x)
Horizontal
Assintotas Limpar Funcao

Forma de Pon...

Grafico

Obliqua

Forma Ponto ...

Vertical

Tutor Fungao Racional

Limpar Grafico

Forma Ponto ...




Assintotas Verticais

* Digite f'e pressione a tecla Enter.
* Menu de Contexto: Denominador
* Menu de Contexto: Resolver

Assintotas Horizontais

Comportamento parax— %
* Digite f'e pressione a tecla Enter.
* Menu de Contexto:
Construcoes >Limite>x>infinito
* Menu de Contexto: Calcular (de inerte)

Comportamento parax— - o
* Digite f'e pressione a tecla Enter.
* Menu de Contexto:
Constru¢des >Limite>x>-infinito
* Menu de Contexto: Calcular (de inerte)

YV Grafico

* Digite f'e pressione a tecla Enter.
* Menu de Contexto:
Graficos>Construtor de Graficos

-1<x<1
Opcoes:
Imagem:
-1 <y<1
Encontrar
Descontinuidades

V¥ 3.7 - Solugéo via Comandos do Maple
Um grafico da funcéo racional:

1

2
X —x—-2

> fi=




aparece na Figura 3.7.1. Pode ser criado com o comando:

> plot(f,x=-5.5,y=-3.3, discont = true)

O parametro discont = true no comando plot evita que o Maple trace retas verticais onde as

assintotas verticais normalmente aparecem. Isto € feito para refor¢ar a compreensdo de que
assintotas verticais nao sdo parte do grafico de f(x).

O grafico def(x) cruza o eixo y, mas nao o eixo x. Portanto, o0 Maple encontra uma interse¢ao
em y por:

> y=eval(f,x=0)

A reta horizontal y = 0 ¢ uma assintota horizontal. Esta pode ser encontrada formulando-se (e
respondendo-se) a questao

"De que valor finito aproxima-se /' (x) a medida em que x move-se para a esquerda ou direita
do eixo numérico?"

A forma matematica exata para se apresentar e responder a tal questdo ¢ através do conceito de
[imite O Maple o implementa pelo comando |imit, que usaremos neste capitulo. Sendo assim,
a assintotahorizontal pode ser encontrada por:

> y=limit(f,x= ®);
y=Ilimit(f,x=- )

E possivel que f(x) possua uma assintota horizontal para x grande e outra assintota horizontal
para x pequeno. Neste caso, a retay = 0 ¢ a assintota horizontal para ambas as extremidades.

As retas verticais x = - 1 e x =2 sdo assintotas verticais. Uma assintota vertical ocorre em
pontos onde o denominador de f(x) torna-se zero, com o numerador diferente de zero.

Os zeros do denominador de f'(x) sao encontrados no Maple por

> solve(denom(f) =0, x)

O comportamento de f (x) proximo dex = -1 ¢ determinado pelos dois limites:
> Limit( f, x=-1, right) =limit( f, x =-1, right);

Limit( f, x=-1, left) =limit( f,x=-1, left)
O comportamento de f (x) proximo dex = 2 ¢ determinado pelos limites:

> Limit( f, x =2, right) =limit( f, x =2, right);
Limit( f, x =2, left) =limit( f, x =2, left)
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V¥ Problema 3.8
V¥ 3.8 - Solucgdo Matemética

A funcdo racional f(x) = 2# =

X —x—2

T )x(x ~2) possui 0 como intersecao em y, pois ,

£(0) =0. Esta possui o nimero 0 como intersecdo em
X, pois a equagao f (x) =0 apresenta a solucao x = 0.
Portanto, o grafico da fung¢do passa pela origem.

O denominador, ou seja, P—x—2= (x+1) (x—2), 21
possui dois zeros dados porx=-1ex=2. Como o
denominador ¢ diferente de zero em ambos os pontos,
existem assim duas assintotas verticais dadas pelas retas
verticaisx = -1 ex=2.

Ligeiramente a esquerda de x = -1, a fungdo assume Figura 3.8.1 Grafico de
valores negativoscom valores absolutosaltos. Mas, flx) = X
ligeiramente a direita desta assintota, a fun¢ao assume Y —x—2

valores positivos grandes. Estas observagdes sdo
expressas matematicamente pela notacao:

lim f(x)=-o e Ilim, 6 f(x)=®

x—-1- x—-171

Ligeiramente a esquerda de x = 2, a fun¢do assume valores negativos com valores absolutos
altos. Mas, ligeiramente a direita desta assintota, a funcdo assume valores positivos altos.
Estas observacdes podem ser expressas matematicamente pela notagao:

lim f(x)=-%o e Ilim f(x)=®
x—2- x—-2t

Para valores de x grandes e positivos, os valores da fungdo sdo positivos, embora proximos
de zero. Para valores negativos de x e com grande valor absoluto, os valores da funcao sao

negativos e, novamente, proximos de zero.

Estas observagdes sdo expressas matematicamente pela notacao:

lim f(x)=0 e lim f(x)=0

X— -
Sendo assim, o eixox ¢ uma assintota horizontal para esta fun¢ao.

Um grafico produzido pelo Maple ¢ mostrado na Figura 3.8.1.
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V¥ 3.8 - Solucéo via Maplet

Um grafico da funcéo racional

X
(x+1) (x—2)

f(x)=

e as equagdes de quaisquer de suas assintotaspodem ser
encontrados por meio do Tutorial Funcdes Racionais

Ao se clicar sobre este link o tutorial com a solucao sera
iniciado como mostrado na Figura 3.8.2.

As intersecdes podem ser deduzidas a partir do grafico
e/ou da propria fungao.

Para usar este tutorial, deve-se inserir o numerador € 0
denominador da fung¢ao racional nas caixas apropriadas.

sdo inseridas todas as possiveis assintotas ao grafico).

possam ser vistas no grafico.

respectivas assintotas.

Funcdes Racionais.

V¥ 3.8 - Solucéo I nterativa

......

— Hedzontd sprpi=ll

Vel s ke

Figura 3.8.2 Imagem do
Tutorial Fungdes Racionais

O botdo Grafico fornece um grafico de f(x). Ao pressionar-se o botdo Horizontal, sao
inseridas no grafico as assintotas horizontais (em linhas vermelhas). Ao pressionar-se o
botao Vertical, sdo adicionadas ao grafico quaisquer assintotas verticais (em linhas verdes).
Ao pressionar-se o botao Obliqua sao adicionadas ao grafico as assintotas obliquas (em
linhas azuis). (Estas a¢cdes ndo sdo cumulativas. Ao pressionar-se o botao Mostrar todas

Assintotas coincidentes com um dos eixos sdo tragadas em uma linha mais grossa para que

Além de modificarem o grafico, os botdes para as assintotas apresentam as equagdes das

Fica evidente no grafico desta fun¢do que apenas uma parte do grafico passa pela origem.
Portanto, as interse¢des em x e y sao dadas por x =0 e y = 0, respectivamente.

Para iniciar o Tutorial Fun¢des Racionais, deve-se clicar sobre o link a seguir: Tutorial

* Insira a expressao para a fung@o racional
dada.
* Menu de Contexto: Associe a um Nome>

f

Y Modelo de Tarefa




Ferramentas >Tarefas>>Pesquisar: Algebra>Fungio Racional - Grafico e Assintotas

Tutor Funcédo Racional

. N . P(x) Assintotas
Insira uma func¢ao racional :
O(x)
Horizontal
Assintotas Limpar Fungao

Forma de Pon...

Grafico

Obliqua

Forma Ponto ...

Vertical

Tutor Fungao Racional

Limpar Grafico

Forma Ponto ...




V Assintotas

Assintotas Verticais

* Digite f'e pressione a tecla Enter.
* Menu de Contexto: Denominador
* Menu de Contexto: Resolver

Assintotas Horizontais

Comportamento parax—
* Digite f'e pressione a tecla Enter.
* Menu de Contexto:
Constru¢des >Limite>x>infinito
* Menu de Contexto: Calcular (de inerte)

Comportamento para x — - ®
* Digite f'e pressione a tecla Enter.
* Menu de Contexto:
Construgdes >Limite>x >-infinito
* Menu de Contexto: Calcular (de inerte)

YV Grafico

* Digite f'e pressione a tecla Enter.
* Menu de Contexto:
Graficos >Construtor de Graficos

-1 <x<1
Opcoes:
Imagem:
-1 <y<1
Encontrar
Descontinuidades

V¥ 3.8 - Solugéo via Comandos do Maple
Um grafico da funcéo racional:

> fi= X

xz—x—2

aparece na Figura 3.8.1. Pode ser criado com o comando:




> plot(f,x=-5..5,y=-3.3, discont=true)

O parametro discont = true no comando plot evita que o Maple trace retas verticais onde as

assintotas verticais normalmente aparecem. Isto ¢ feito para reforg¢ar a compreensio de que
assintotas verticais nao sao parte do grafico de f(x).

O grafico def(x) aparenta passar pela origem, uma hipdtese que pode ser verificada pelo
calculo

> y=eval(f,x=0)

Portanto, a origem ¢ uma interse¢do em x e também em y.

A reta horizontal y = 0 ¢ uma assintota horizontal. Esta pode ser encontrada formulando-se (e
respondendo-se) a questio

"De que valor finito aproxima-se f(x) a medida em que x move-se para a esquerda ou direita
do eixo numérico?"

A forma matematica exata para se apresentar e responder a tal questdo ¢ através do conceito de
l[imite O Maple o implementa pelo comando |imit, que usaremos neste capitulo. Sendo assim,
a assintotahorizontal pode ser encontrada por:

> y=limit(f,x= );
y=Ilimit(f,x=- )

E possivel que f(x) possua uma assintota horizontal para x grande e outra assintota horizontal

para x pequeno. Neste caso, a retay =0 ¢ a assintota horizontal para ambas as extremidades.

As retas verticais x = - 1 e x =2 sdo assintotas verticais. Uma assintota vertical pode ocorrer
nos pontos onde o denominador de f(x) torna-se zero e o numerador ¢ diferente de zero.

Os zeros do denominador de f'(x) sdo encontrados pelo Maple com:

> solve(denom(f) =0, x)

O comportamento de f(x) proximo dex = - 1 ¢ determinado pelos dois limites
> Limit( f, x=-1, right) =limit( f, x =-1, right);

Limit( f, x=-1, left) =limit( f,x=-1, left)
O comportamento de f(x) proximo dex =2 ¢ determinado pelos dois limites

> Limit( f, x=2, right) =limit( f, x =2, right);
Limit( f, x =2, left) =limit( f, x =2, left)
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V¥ Problema 3.9
V¥ 3.9 - Solucgdo Matemética

2
X

A funcdo racional f(x) = - =
X —x—2 .

2

X

(x+1) (x—2)
f(0) =0. Possui ainda zero como intersecao em x, pois f T T T
a equacdo f(x) = 0 possui como solugdo x = 0. -5 2.5 5
Portanto, o grafico da fung¢do passa pela origem.

possui 0 como intersecéo em y, pois Y 24

O denominador, ou seja, P—x—2= (x+1) (x—2),

possui dois zeros dados porx=-1ex=2. Como o
numerador ¢ diferente de zero em ambos os pontos, Figura 3.9.1 Grafico de
existem duas assintotasverticais, ou seja, as retas _ 3
verticaisx = -1 ex=2. Y —x—2

Ligeiramente a esquerda de x = -1, a fun¢do assume
valores positivos altos. Mas, ligeiramente a direita desta
assintota, a fun¢do assume valores negativoscom valor

absoluto alto. Estas observagdes sdo expressas
matematicamente pela notagao

lim f(x)=o0 e lim f(x)=-o
x—-1- x—>—l+

Ligeiramente a esquerda de x = 2, a funcdo assume valores negativos com valores absolutos
altos. Mas, ligeiramente a direita desta assintota, a fun¢do assume valores positivos grandes.
Estas observagdes sdo expressas matematicamente pela notagao:

lim f(x)=-%o e Ilim f(x)=®

x—2" x—2T

Para valores positivos de x, os valores da funcao tornam-se bem proximos de 1. Isto ocorre

2
. . . . X
porque, para tais valores de x, a fun¢do comporta-se essencialmente como a fragdo — = 1.
X

Estas observagdes sdo expressas matematicamente pela notagao

lim f(x)=1

x> -
lim f(x) =1
Portanto, a retay = 1 € uma assintota horizontal para esta fungao.

Um grafico produzido pelo Maple ¢ mostrado na Figura 3.9.1.
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V¥ 3.9 - Solucéo via Maplet

Um grafico da funcéo racional

2 - .
= x ———1 At AT
e as equagdes de quaisquer de suas assintotas podem ser & R

encontrados por meio do Tutorial de Funcdes Racionais.

Dadisa Berrysaes

Ao se clicar sobre este link o tutorial com a solugao sera N o—a
iniciado como mostrado na Figura 3.9.2. |||

As intersecdes podem ser deduzidas a partir do grafico
e/ou da propria fungao. Figura 3.9.2 Imagem do
Tutorial Fungdes Racionais

Para usar este tutorial, deve-se inserir o numerador € 0
denominador da fung¢ao racional nas caixas apropriadas.

O botao Grafico fornece um grafico de f(x). Ao pressionar-se o botdo Horizontal, sao
inseridas no grafico as assintotas horizontais (em linhas vermelhas). Ao pressionar-se o
botdo Vertical, sdo adicionadas ao grafico quaisquer assintotas verticais (em linhas verdes).
Ao pressionar-se o botdo Obliqua s3o adicionadas ao gréafico as assintotas obliquas (em
linhas azuis). (Estas a¢cdes ndo sdo cumulativas.

Ao pressionar-se o botao Mostrar todas sdao inseridas todas as possiveis assintotas ao
grafico).

Assintotas coincidentes com um dos eixos sdo tragadas em uma linha mais grossa para que
possam ser vistas no grafico.

Além de modificarem o grafico, os botdes para as assintotas apresentam as equagdes das
respectivas assintotas.

Fica claro no grafico desta fungdo que apenas uma se¢ao do grafico desta fungdo passa pela
origem. Portanto, as intersecdes em x € y sdox = 0 e y = 0, respectivamente.

Para iniciar o Tutorial Funcdes Racionais, deve-se clicar sobre o link a seguir: Tutorial
Funcdes Racionais

V¥ 3.9 - Solucéo I nterativa

* Insira a expressao para a fungao racional
dada.
* Menu de Contexto: Associe a um Nome>

J




V Modelo de Tarefa

Ferramentas >Tarefas>>Pesquisar: Algebra>Fungio Racional - Grafico e Assintotas

Tutor Funcédo Racional

. N . P(x) Assintotas
Insira uma fungao racional :
O(x)
Horizontal
Assintotas Limpar Funcao

Forma de Pon...

Grafico

Obliqua

Forma Ponto ...

Vertical

Tutor Fungao Racional

Limpar Grafico

Forma Ponto ...




Assintotas Verticais

* Digite f'e pressione a tecla Enter.
* Menu de Contexto: Denominador
* Menu de Contexto: Resolver

Assintotas Horizontais

Comportamento para x —
* Digite f'e pressione a tecla Enter.
* Menu de Contexto:
Construcoes >Limite>x>infinito
* Menu de Contexto: Calcular (de inerte)

Comportamento parax— - o
* Digite f'e pressione a tecla Enter.
* Menu de Contexto:
Constru¢des >Limite>x>-infinito
* Menu de Contexto: Calcular (de inerte)

YV Grafico

* Digite f'e pressione a tecla Enter.
* Menu de Contexto:
Graficos>Construtor de Graficos

-1<x<1
Opcoes:
Imagem:
-1 <y<1
Encontrar
Descontinuidades

V¥ 3.9 - Solugéo via Comandos do Maple

Um grafico da funcéo racional




2
X

> fi=

2
X —x—2
aparece na Figura 3.9.1. Pode ser criado com o comando:

> plot(f,x=-5.7,y=-3..5, discont = true)

O parametro discont = true no comando plot evita que o Maple trace retas verticais onde as

assintotas verticais normalmente aparecem. Isto ¢é feito para reforgar a compreensao de que
assintotas verticais nao sdo parte do grafico de f'(x).

O grafico de f(x) aparenta passar pela origem, uma hipdtese verificada pelo calculo

> y=eval(f,x=0)

Sendo assim, a origem ¢ tanto uma interseco em x como uma interse¢ao em y.

A reta horizontal y = 1 € uma assintota horizontal. Esta pode ser encontrada formulando-se (e
respondendo-se) a questao

"De que valor finito aproxima-se f(x) a medida em que x move-se para a esquerda ou direita
do eixo numérico?"

A forma matematica exata para se apresentar e responder a tal questao € através do conceito de
[imite O Maple o implementa pelo comando |imit, que usaremos neste capitulo. Sendo assim,
a assintotahorizontal pode ser encontrada por

> y=limit(f,x= );
y=Ilimit(f,x=- )

E possivel que f(x) possua uma assintota horizontal para x grande e outra assintota horizontal

para x pequeno. Neste caso, aretay =1 ¢ a assintota horizontal para ambas as extremidades.

A retas verticais x = -1 e x =2 sdo assintotas verticais. Uma assintota vertical pode ocorrer
em pontos onde o denominador de f'(x) torna-se zero, com o numerador diferente de zero.

Os zeros do denominador de f'(x) sao encontrados no Maple por
> solve(denom(f) =0, x)
O comportamente de f (x) proximo dex =-1 ¢ determinado pelos dois limites :

> Limit( f, x=-1, right) =limit( f, x =-1, right);
Limit( f, x=-1, left) =limit( f,x=-1, left)

O comportamente de f (x) proximo dex =2 ¢ determinado pelos dois limites :



> Limit( f, x =2, right) =limit( f, x =2, right);
Limit( f, x =2, left) =limit( f,x=2, left)

V¥ Problema 3.10
V¥ 3.10 - Solugdo Matematica

A funcdo raciona f(x) = =9 _ X =9

- - c

Pox—2 (x+1)(x—2) 7-5\J
possui % como intersecéo em y, pois /(0) = % Esta possui y 5
aindax = -3 e x =3 como intersecdes em x, pois a equagao 2.5
f(x) =0 possui as solu¢des x =+ 3. — L
ALY 2[5 5
O denominador, ou seja, P—x—2= (x+1) (x—2), e X
possui dois zeros dados porx=-1ex=2. Como o -5
numerador ¢ diferente de zero em ambos os pontos, existem
entdo duas assintotas verticais dadas pelas retasx=-1 ¢ Figura 3.10.1 Gréfico de
x=2 2
: X —9
f(x)=

Ligeiramente a esquerda de x = - 1, a fun¢@o assume valores X —x—=2

negativoscom valor absoluto alto. Mas, ligeiramente a

direita desta assintota, a fung¢@o assume valores positivos
altos. Estas observagdes sdao expressas matematicamente
pela notacdo

lim f(x)=-% e Ilim f(x)=o
x—>-1" xo-1t

Ligeiramente a esquerda de x = 2, a fung¢ao assume valores positivos altos. Mas, ligeiramente
a esquerda desta assintota, a fung@o assume valores negativos com alto valor absoluto.
Estas observagdes sdo expressas matematicamente pela notacao

lim f(x)=o
x—2"
e
xlgg+f(x) =-o

Para valores de x positivos e grandes, os valores da fungdo tornam-se proximos de 1. Isto
ocorre porque para tais valores de x a fungdo comporta-se essencialmente como a fragao

Estas observagdes sdo expressas matematicamente pela notagao



lim f(x)=1

X—-®

lim_ f(x) =1

X— ©

Portanto, a retay = 1 € uma assintota horizontal para esta fungao.

Um grafico produzido pelo Maple ¢ mostrado na Figura 3.10.1.

V¥ 3.10 - Solugso via Maplet

Um grafico da funcéo racional — o

e i e |

Fla) = 3) (x—3) == - —
(.x + 1 ) (-x - 2) ,r || rul HetnoualFaprymes b

e as equagdes de quaisquer de suas assintotaspodem ser _ , _ o =

encontrados por meio do Tutorial Funcdes Racionais | ‘=

Ao se clicar sobre este link o tutorial com a solucao sera ’ e
iniciado como mostrado na Figura 3.10.2. i

As intersecdes podem ser deduzidas a partir do grafico

¢/ou da propria fungao. Figura 3.10.2 Imagem do
Tutorial Fungdes Racionais

Para usar este tutorial, deve-se inserir o numerador € 0
denominador da fung¢ao racional nas caixas apropriadas.

O botdo Grafico fornece um grafico de f(x). Ao pressionar-se o botdo Horizontal, sao
inseridas no grafico as assintotas horizontais (em linhas vermelhas). Ao pressionar-se o
botao Vertical, sdo adicionadas ao grafico quaisquer assintotas verticais (em linhas verdes).
Ao pressionar-se o botao Obliqua sdo adicionadas ao grafico as assintotas obliquas (em
linhas azuis). (Estas a¢des ndo sdo cumulativas. Ao pressionar-se o botao Mostrar todas
sdo inseridas todas as possiveis assintotas ao grafico).

Assintotas coincidentes com um dos eixos s3o tragadas em uma linha mais grossa para que
possam ser vistas no grafico.

Além de modificarem o grafico, os botdes para as assintotas apresentam as equagdes das
respectivas assintotas.

Fica evidente no grafico desta fungdo que esta cruza o eixo x duas vezes e cruza ainda o eixo
yuma unica vez. As interse¢des em x sdo as solucdes da equacaof(x) =0 ou, de forma

. . 2 . ~ ~
mais simples, x” — 9 = 0. Portanto, as interse¢cdes em x sdo dadas por x ==+ 3, enquanto as

intersegoes por y sdo dadas por f(0) = %

Para iniciar o Tutorial Fun¢des Racionais, deve-se clicar sobre o link a seguir: Tutorial



Funcdes Racionais

V¥ 3.10 - Solugéo Interativa

* Insira a expressao para a fungao racional
dada.
* Menu de Contexto: Associe a um Nome>

J

VY Modelo de Tarefa

Ferramentas >Tarefas>>Pesquisar: Algebra>Fungio Racional - Grafico e Assintotas

Tutor Funcédo Racional

. N . P(x) Assintotas
Insira uma func¢ao racional :
O(x)
Horizontal
Assintotas Limpar Funcao

Forma de Pon...

Grafico

Obliqua

Forma Ponto ...

Vertical




Tutor Fungao Racional

Limpar Grafico

Forma Ponto ...

Assintotas Verticais

* Digite f'e pressione a tecla Enter.
* Menu de Contexto: Denominador
* Menu de Contexto: Resolver

Assintotas

Horizontais

Comportamento para x —
* Digite f'e pressione a tecla Enter.
* Menu de Contexto:
Construgdes >Limite>x >infinito
* Menu de Contexto: Calcular (de inerte)

Comportamento parax— - o
* Digite f'e pressione a tecla Enter.
* Menu de Contexto:
Constru¢des >Limite>x>-infinito




* Menu de Contexto: Calcular (de inerte)

YV Grafico

* Digite f'e pressione a tecla Enter.
* Menu de Contexto:
Graficos>Construtor de Graficos

-1<x<1
Opgoes:
Imagem:
-1 <y<l1
Encontrar
Descontinuidades

V¥ 3.10 - Solugéo via Comandos do Maple

Um grafico da funcéo racional

x2—9

xz—x—2

> fi=

aparece na Figura 3.10.1. Pode ser criado com o comando:

> plot( f,x=-5.7,y=-3.7, discont = true)

O parametro discont = true no comando plot evita que o Maple trace retas verticais onde as

assintotas verticais normalmente aparecem. Isto ¢é feito para reforgar a compreensao de que
assintotas verticais nao sao parte do grafico de f(x).

O grafico def(x) cruza ambos os eixos. Sendo assim, a interse¢cdo em y ¢ dada por
> y=eval(f,x=0)

enquanto as interse¢des emx sao dadas por x =c, onde ¢ ¢ qualquer dos nimeros a seguir
> solve(f=0,x)

A reta horizontal y = 1 ¢ uma assintota horizontal. Esta pode ser encontrada formulando-se (e
respondendo-se) a questao

"De que valor finito aproxima-se /' (x) a medida em que x move-se para a esquerda ou direita
do eixo numérico?"




A forma matematica exata para se apresentar e responder a tal questdo ¢ através do conceito de
[imite O Maple o implementa pelo comando |imit, que usaremos neste capitulo. Sendo assim,
a assintotahorizontal pode ser encontrada por

> y=limit(f,x= );
y=Ilimit(f,x=- )

E possivel que f(x) possua uma assintota horizontal para x grande e outra assintota horizontal
parax pequeno. Neste caso, aretay =1 ¢ a assintota horizontal para ambas as extremidades.

As retas verticais x = - 1 e x =2 sdo assintotas verticais. Uma assintota vertical pode ocorrer
em pontos onde o denominador de f(x) torna-se zero, com o numerador diferente de zero.

Os zeros do denominador de f'(x) sdo encontrados pelo Maple com:

> solve(denom( f) =0, x)

O comportamente de f(x) proximo dex =-1 ¢ determinado pelos dois limites :
> Limit( f, x=-1, right) =limit( f, x =-1, right),

Limit( f, x=-1, left) =limit( f,x=-1, left)
O comportamente de f(x) proximo dex =2 ¢ determinado pelos dois limites :

> Limit( f, x =2, right) = limit( f, x =2, right);
Limit( f, x =2, left) =limit( f,x=2, left)

¥ Problema 3.11
V¥ 3.11 - Solugéo Matemaética

A funcdo racional f'(x) = 2x possui y =0 como X
x +1
intersecao em y, pois f(0) = 0. Além disso, possuix =0 241 )x3
como interse¢ao emx, pois =0 implica em x =0. X +x

Neste caso, ndo existe nem assintotahorizontal e nem
vertical. Contudo, hd uma assintota obliqua (inclinada) O
dada por y =x. A equagdo para esta assintota obliqua pode -X

ser encontrada por meio da divisdo longa, representada na Tabela 3.11.1
Tabela 3.11.1. .
Divisao longa




Conseqiientemente, pode-se escrever:

3 1.5
X _ X
) x2+1 * x2—|-1 11
Y
0.51

A partir desta representagdo, segue que, a
medida em que |x| aumenta, a parte
fraciondria (isto €, o resto) tende a zero.
Portanto, a fun¢do aproxima-se da
assintota obliquay =x.

Existem outras técnicas do calculo que
podem ser usadas para determinar-se a
assintota obliqua. Porém, estariam estas

além do escopo da presente discussao. Figura 3.11.1 Grafico de

3
X

x2+1

Terminaremos esta discussdo com um Sfx) =
grafico produzido pelo Maple mostrado na
Figura 3.11.1.

V¥ 3.11 - Solucgéo via Maplet

Um grafico da funcao racional - Sty Gule: ol Faels

3
X

x2+1

Sx)=

bl A

e as equagdes de quaisquer de suas assintotaspodem ser
encontrados por meio do Tutorial Funcdes Racionais

—_—
[T Fosto b e vertid.
s,

G| Dubgsa Mgy

Ao se clicar sobre este link o tutorial com a solugdo sera S
iniciado como mostrado na Figura 3.11.2. — e [

As intersecdes podem ser deduzidas a partir do grafico

e/ou da propria fungio. Figura 3.11.2 Imagem do

Tutorial Fungdes Racionais

Para usar este tutorial, deve-se inserir o numerador € o
denominador da funcao racional nas caixas apropriadas.

O botao Grafico fornece um gréafico de f(x). Ao pressionar-se o botdo Horizontal, sao
inseridas no grafico as assintotas horizontais (em linhas vermelhas). Ao pressionar-se o
botao Vertical, sdo adicionadas ao grafico quaisquer assintotas verticais (em linhas verdes).
Ao pressionar-se o botdo Obliqua sdo adicionadas ao grafico as assintotas obliquas (em
linhas azuis). (Estas agdes nao sao cumulativas. Ao pressionar-se o botdo Mostrar todas
sdo inseridas todas as possiveis assintotas ao grafico).




Assintotas coincidentes com um dos eixos sdo tragadas em uma linha mais grossa para que
possam ser vistas no grafico.

Além de modificarem o grafico, os botdes para as assintotas apresentam as equagdes das
respectivas assintotas.

Fica evidente no grafico desta fun¢do que esta passa pela origem. Portanto, as intersecdes
emxeysiaox=0ey=0, respectivamente.

Para iniciar o Tutorial Fung¢des Racionais, deve-se clicar sobre o link a seguir: Tutorial
Funces Racionais.

V¥ 3.11 - Solucéo Interativa

* Insira a expressao para a fungdo racional
dada.
* Menu de Contexto: Associe a um Nome>

f

V Modelo de Tarefa

Ferramentas >Tarefas>>Pesquisar: Algebra>Funcio Racional - Grafico e Assintotas

Tutor Funcédo Racional

. N . P(x) Assintotas
Insira uma fungao racional :
O(x)
Horizontal
Assintotas Limpar Funcao

Forma de Pon...

Grafico

Obliqua




Tutor Fungao Racional

Limpar Grafico

Forma Ponto ...

Vertical

Assintotas Verticais

* Menu de Contexto: Resolver

* Digite f'e pressione a tecla Enter.
* Menu de Contexto: Denominador

Assintotas Horizontais

* Menu de Contexto:

Comportamento para x —
* Digite f'e pressione a tecla Enter.

Construgdes >Limite>x >infinito
* Menu de Contexto: Calcular (de inerte)

* Menu de Contexto:

Comportamento para x— - ®
* Digite f'e pressione a tecla Enter.

Constru¢des >Limite>x>-infinito

Forma Ponto ...




* Menu de Contexto: Calcular (de inerte)

Assintotas Obliquas

* Digite f'e pressione a tecla Enter.
* Menu de Contexto:
» Conversoes>Frac¢oes Parciais >x

YV Grafico

* Digite f'e pressione a tecla Enter.
* Menu de Contexto:
Graficos>Construtor de Graficos

-1<x<1
Opgoes:
Imagem:
-1<y<1
Encontrar
Descontinuidades

V¥ 3.11 - Solug&o via Comandos do Maple

Um grafico da funcéo racional

3
X

> fi=
xz-i-l

aparece na Figura 3.11.1. Pode ser criado com o comando:

> plot(f,x=-2.2,y=-2.2)

O grafico de f(x) passa pela origem. Sendo assim a intersecao em y ¢ dada por

> y=eval(f,x=0)

e a intersecao emx ¢ dada porx = 0.

Neste caso, ndo existe nem assintotahorizontal e nem vertical. Contudo, existe uma assintota
obliqua (ou inclinada), encontrada algebricamente pela divisao longa do denominador pelo

numerador. No Maple, este calculo ¢ implementado por meio do comando quo (quociente). O
quociente da divisao longa ¢ dado por

> quo(x3, ¥ +1, x, 'r')



e o resto ¢ dado por:

> r

Portanto, pode-se escrever a fungao f(x) como:

3
X X
x +1 x +1
A partir desta representagdo, tem-se que, a medida em que |x| aumenta, a parte fraciondria (isto
¢, o resto) tende a zero. Sendo assim, a fungdo aproxima-se da assintota obliqua y = x.

O Maple possui outras ferramentas de calculo que também poderiam ser usadas para
determinar-se a assintota obliqua. Porém, isto encontra-se fora do escopo da presente
discussao.

Y Exercicios - Capitulo 3

Para as funcdes racionaisdadas nos exercicios 3.1 - 3.15, esbocar um grafico e determinar as
equagdes de todas as assintotas tanto horizontais como verticais. Além disso, determinar as

intersecGesem y e x.

3
3L S0 =57
2x
2. =
3210 =375
_5x+2
3.3.]‘()6)——4x+3
3
34. f(x) = —5———
2x +x—1
35. f(x) = —5 27
4 —11x+6
8x*+6x—9
3.6. f(x) = 3
3x +11x+6
XX —4x 420
37, f(x) =5
x —x—2
3.8. f(x) = >

x2+6x+9



3
3.9.f(x)—2—
x —4x+13
300, f(x) = 522 —
x+8x+16
3L f(x) = 5222
x +8x+17
2x2—x—15
302, f(x)=—F—
x2+2x+1
X —2x+5
3.13.f(x)=2—
x—2x+10
2
304, f(x) = S XL
x+6x+18
PH+2x+8
3.15. f(x) = 3
x +10x+25
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